
مهربان بخشنده خداوند نام به

خط جبر
کامپیوتر مهندس ده دانش

رمضان مریم ، ربیع حمیدرضا
۱۴۰۲ پاییز

۱۴۰۲ آذر ۲۶ انتشار: تاریخ چهارم تمرین نرم فضای و مربعات کمترین ماتریس، مشتق ویژه،  بردار و مقدار

کنید. مطرح کوئرا سامانه در را تمرین این درمورد خود پرسش های .۱

حداکثر تا م توانید را عمل و تئوری تمرین هر همچنین کنید. استفاده تاخیر روز ۱۶ از م توانید نیم سال طول در مجموع در شما تاخیر: با ارسال سیاست .۲
گرد بالا به و شده محاسبه ساعت مقیاس با تاخیرها م شود. حساب جداگانه بەصورت عمل و تئوری تمارین برای مقدار این دهید. تحویل تاخیر با روز ۳

م شوند.

مشورت ر ی دی با کل ایدەی آوردن بەدست یا و ابهام رفع برای تمارین حل در م توانند دانشجویان تمارین: کردن حل در دانشجویان مشارکت سیاست .۳
آوردن بەدست اما شود. یادگیری تقویت موجب م تواند گروه کار و هم فکری که چرا م باشد؛ درس ارائەی تیم تشویق و تایید مورد کار این کنند. همفکری و
ذکر را کردید همفکری آن ها با که افرادی نام خود ارسال پاسخ های انتهای در حتما شود. انجام دانشجو خود توسط تماما باید پاسخ نگارش و راەحل جزئیات

کنید.

۱۴۰۲ دی ۸ تحویل: تاریخ نمره) ۷۵ + ۱۵) تئوری سوالات

نمره) ۱۲) ۱ پرسش
در بیابید. را آن با مرتبط خط مستقل ویژەهای بردار از حداکثری مجموعه ، ی هر برای و کنید محاسبه را آن  ویژه مقادیر زیر، ماتریس های از ی هر برای

کند. صدق P−۱AP = D رابطه در که بیابید P ماتریس ی قطری پذیری، حالت در نه. یا هست قطری پدیر ماتریس ویید ب نهایت

نمره) ۴) (آ)

A =

 ۲ ۰ ۱
−۱ ۲ ۳
۱ ۰ ۲


نمره) ۴) (ب)

A =

۶ ۲ ۰
۲ ۳ ۰
۰ ۰ −۱


نمره) ۴) (ج)

A =

۲ ۰ ۱
۰ ۲ ۱
۱ ۱ ۱


پاسخ

داریم: را A مشخصه معادله نمره) ۴) (آ)

det(A− λI) = (۲ − λ)(λ۲ − ۴λ+ ۳) = ۰

دارد را خود به مربوط ویژه بردار ی ویژه مقدار هر هستند. ۳ و ۲ و ۱ با برابر ویژه مقادیر پس

λ = ۱ → eigenvector =

 ۱
۴
−۱

 .

λ = ۲ → eigenvector =

 ۰
−۱
۰۱

 .

λ = ۳ → eigenvector =

۱
۲
۱

 .

۱



P های ستون عنوان به آنها زاری جای و ویژه های بردار گرفتن با P است.ماتریس ⅾiagonaⅼizabⅼe A آنگاه داریم؛ خط مستقل بردارویژه سه چون حال
آید. م بدست

P−۱AP =

 ۱ ۰ ۱
۴ −۱ ۲
−۱ ۰ ۱

−۱  ۲ ۰ ۱
−۱ ۲ ۳
۱ ۰ ۲

 ۱ ۰ ۱
۴ −۱ ۲
−۱ ۰ ۱

 =

۱ ۰ ۰
۰ ۲ ۰
۰ ۰ ۳

 = D

داریم: را A مشخصه معادله نمره) ۴) (ب)

det(A− λI) = (۱ + λ)(λ۲ − ۹λ+ ۱۴) = ۰

دارد. را خود به مربوط ویژه بردار ی ویژه مقدار هر هستند. ۷ و ۲ و ۱ − با برابر ویژه مقادیر پس

λ = −۱ → eigenvector =

۰
۰
۱

 .

λ = ۲ → eigenvector =

 ۱
−۲
۰

 .

λ = ۷ → eigenvector =

۲
۱
۰

 .

P های ستون عنوان به آنها زاری جای و ویژه های بردار گرفتن با P است.ماتریس ⅾiagonaⅼizabⅼe A آنگاه داریم؛ خط مستقل بردارویژه سه چون حال
آید. م بدست

P−۱AP =

۰ ۱ ۲
۰ −۲ ۱
۱ ۰ ۰

−۱ ۶ ۲ ۰
۲ ۳ ۰
۰ ۰ −۱

۰ ۱ ۲
۰ −۲ ۱
۱ ۰ ۰

 =

−۱ ۰ ۰
۰ ۲ ۰
۰ ۰ ۷

 = D

داریم: را A مشخصه معادله نمره) ۴) (ج)

det(A− λI) = λ(۲ − λ)(λ− ۳) = ۰

دارد را خود به مربوط ویژه بردار ی ویژه مقدار هر هستند. ۳ و ۲ و ۰ با برابر ویژه مقادیر پس

λ = ۰ → eigenvector =

 ۱
۱
−۲

 .

λ = ۲ → eigenvector =

 ۱
−۱
۰

 .

λ = ۳ → eigenvector =

۱
۱
۱

 .

P های ستون عنوان به آنها زاری جای و ویژه های بردار گرفتن با P است.ماتریس ⅾiagonaⅼizabⅼe A آنگاه داریم؛ خط مستقل بردارویژه سه چون حال
آید. م بدست

P−۱AP =

 ۱ ۱ ۱
۱ −۱ ۱
−۲ ۰ ۱

−۱ ۲ ۰ ۱
۰ ۲ ۱
۱ ۱ ۱

 ۱ ۱ ۱
۱ −۱ ۱
−۲ ۰ ۱

 =

۰ ۰ ۰
۰ ۲ ۰
۰ ۰ ۳

 = D

۲



.V روی خط تابع T و است R روی خط فضای ی V کنید فرض نمره) ۱۰) ۲ پرسش

برابرند. v و u متناظر مقدارویژەهای دهید نشان هستند. T بردارویژەهای u+ v و v و u و u, v ∈ V کنید فرض نمره) ۳) (آ)
دارد. متمایز مقدارویژه r + ۱ حداکثر T دهید نشان .Rank(T ) = r کنید فرض نمره) ۴) (ب)

است. همان الر اس مضرب T دهید نشان است. T بردارویژه V ناصفر عضو هر کنید فرض نمره) ۳) (ج)

پاسخ

نمره) ۳) (آ)

T (u) = λ۱u

T (v) = λ۱v

T (u+ v) = λ۳(u+ v)

T (u+ v) = T (u) + T (v) = λ۱u+ λ۲v = λ۳(u+ v)

λ۱ ̸= λ۲ م کنیم فرض خلف، برهان

λ۱ = λ۲ + c, c ̸= ۰
→ (λ۲ + c)u+ λ۲v = λ۳(u+ v) → cu = (λ۳ − λ۲)(u+ v)

→ T (cu) = T ((λ۳ − λ۲)(u+ v)) → cT (u) = (λ۳ − λ۲)T (u+ v) → cλ۱u = (λ۳ − λ۲)λ۳(u+ v)

→ λ۱(cu) = λ۳((λ۳ − λ۲)(u+ v)) → λ۱ = λ۳

→ cu = (λ۱ − λ۲)(u+ v) → cv = ۰
→ c = ۰ → λ۱ = λ۲

داشته متمایز ویژه مقدار x اگر که م دانیم طرف از باشد. داشته خط مستقل بردار r م تواند حداکثر T پس Rank(T ) = r که م دانیم نمره) ۴) (ب)
حداکثر ما پس یریم. ب نظر در آن برای هم را صفر ویژه مقدار م توانیم نباشد ته N(T ) اگر همچنین هستند. متمایز متناظرشان ویژه بردارهای باشیم

م رسیم. ویژه مقدار r + ۱ به نهایت در ۰ ویژه مقدار علاوه به که باشند داشته متمایز ویژه مقدار r م توانند که داریم خط مستقل بردار r
نمره) ۳) (ج)

م دانیم: الف بخش طبق

u, v ∈ V → T (u) = λu, T (v) = λv

صفر غیر یا صفر که داریم λ برای حالت دو حالا است. λ ویژه مقدار ی دارای فقط T پس است برقرار v داحل بردارهای تمام برای بالا عبارت چون
باشد.

if λ = ۰
T (x) = Ax

∀x ∈ V → T = λx = ۰ → A = ۰
→ A = ۰ × I

if λ ̸= ۰
T (x) = Ax

∀x ∈ V : T = λx = Ax

→ ∀x ∈ V : (A− λI)x = ۰
A− λI = ۰ → A = λI

. شد اثبات سوال م ح

.∥x∥p ≥ ∥x∥q داد نشان م توان q > p > ۰ برای م کنیم. تعریف ∥x∥p =
(∑n

k=۱ |xk|p
)۱/p صورت به را Rn فضای در p−norⅿ نمره) ۸) ۳ پرسش

داریم: n ثابت مقدار ی برای دهید نشان نمره) ۳) (آ)
∥x∥۱ ≤

√
n∥x∥۲

دهید. توضیح است؟ برقرار زیر رابطه داد نشان است q > p > ۰ که q و p ثوابت برای م توان آیا نمره) ۵) (ب)
∥x∥p ≤ C∥x∥q

۳



پاسخ

داریم: شوارتز کوش نامساوی از استفاده با (آ)

||x||۱ =

n∑
i=۱

|xi|.۱ ≤ (

n∑
i=۱

x۲
i )

۱
۲ .(

n∑
i=۱

۱۲)
۱
۲ =

√
n||x||۲

داریم: هولدر، نامساوی از استفاده با (ب)
n∑

i=۱
|ai||bi| ≤ (

n∑
i=۱

|ai|r)
۱
r .(

n∑
i=۱

|bi|
r

r−۱ )۱− ۱
r

م کنیم: اعمال r = q
p > ۱ و |bi| = ۱ و |ai| = |xi|p برای را نامساوی این

n∑
i=۱

|xi|p =

n∑
i=۱

|xi|p.۱ ≤ (

n∑
i=۱

(|xi|p)
q
p )

p
q .(

n∑
i=۱

۱
q

q−p )۱− p
q = (

n∑
i=۱

|xi|q)
p
q .n۱− p

q

درنتیجه:

||x||p = (

n∑
i=۱

|xi|p)
۱
p ≤ ((

n∑
i=۱

|xi|q)
p
q .n۱− p

q )
۱
p = (

n∑
i=۱

|xi|q)
۱
q n

۱
p−

۱
q = n

۱
p−

۱
q ||x||q

n
۱
p−

۱
q با است برابر C مقدار یعن این و

اقلیدس نرم حداقل نمره) ۱۵) ۴ پرسش

زیر ل ش به است سطری فول رنک ماتریس، این و m > n و A ∈ Rn×m ماتریس ه بشرطی Ax = b معادلات دستگاه برای کلاسی پاسخ های از ی
است:

xmin−norm = AT (AAT )−۱b

دهید: پاسخ زیر سوالات به موضوع، این به توجه با

کنید. ثابت را خود ادعای است؟ لازم ماتریس این بودن سطری فول رنک چرا که دهید توضیح نمره) ۵) (آ)
است. اقلیدس نرم کمترین دارای Ax = b جواب های تمام بین در xmin−norm که کنید اثبات نمره) ۱۰) (ب)

پاسخ

به منجر ماتریس، این بودن سطری فول رنک که م کنیم ادعا حال، هستند. خط مستقل A سطرهای که گفت م توان پس است. فول رنک A ماتریس (آ)
م شود. RightGram(A) = AAT ماتریس معکوس پذیری

داریم: v ∈ Rn×۱ ̸= ۰ برای پس نیست. معکوس پذیر AAT که کنید فرض م رویم. پیش حلف برهان با اثبات:

AAT v = ۰

م کنیم: ضرب vT در چپ سمت از

vTAAT v = ۰ −→ (AT v)T (AT v) = ۰ −→ AT v = ۰ −→ vTA = ۰

است. صحیح م ح و است باطل خلف فرض پس نیست. خط مستقل سطرهای دارای A نتیجه در

یرید ب نظر در را x′ ∈ Rm×۱ بردار است. عمود xmin−norm بردار بر xmin−norm با xی بردار هر اختلاف که م دهیم نشان ابتدا در اثبات، این برای (ب)
:Ax′ = b که

(xmin−norm − x′)Txmin−norm = (xmin−norm − x′)TAT (AAT )−۱b =

(A(xmin−norm − x′))T (AAT )−۱b = (Axmin−norm −Ax′)T (AAT )−۱b = (b− b)T (AAT )−۱b = ۰

−→ (xmin−norm − x′) ⊥ xmin−norm

داریم: حالا،

||x′||۲ = ||x′ − xmin−norm + xmin−norm||۲ = ||x′ − xmin−norm||۲ + ||xmin−norm||۲ ≥ ||xmin−norm||۲

است. مساوی یا بزرگتر xmin−nomr اقلیدس نرم از قطعا Ax = b دستگاه از درست پاسخ هر اقلیدس نرم که کردیم اثبات

هستیم: زیر جمله کردن کمینه دنبال به مربعات، کمترین مسئله در م دانید که همانطور نمره) ۱۵) ۵ پرسش

||Ax− b||۲ =

m∑
i=۱

(aTi x− bi)
۲

هستیم: زیر جمله کردن کمینه دنباله به ما وزن دار مربعات کمترین مسئله در حالا هستند. A ماتریس سطرهای ها، aTi آن در که

۴



m∑
i=۱

wi(a
T
i x− bi)

۲

این با دهیم. اختصاص متفاوت وزن های aTi x − bi اختلاف بردارهای به که م دهند را قابلیت این ما به وزن ها این هستند. مثبت وزن های ها wi که
دهید. پاسخ زیر سوالات به توضیحات

اینکار است. قطری ماتریس ی D آن در که کرد ساده ||D(Ax− b)||۲ صورت به م توان را
∑m

i=۱ wi(a
T
i x− bi)

۲ عبارت که دهید نشان نمره) ۶) (آ)
آن در که ،||Bx − d||۲ کردن کمینه با و درآوریم استاندارد مربعات کمترین مسئله ل ش به را وزن دار مربعات کمترین مسئله بتوانیم که م شود باعث

کنیم. حل را مسئله م باشند، d = Db و B = DA

هستند. خط مستقل نیز B ماتریس ستون های باشند، خط مستقل A ماتریس ستون های اگر دهید نشان نمره) ۴) (ب)
رابطه ی دارد). خط مستقل Aستون های اینکه فرض (با م باشد x̂ = (ATA)−۱AT b صورت به مربعات کمترین مسئله جواب م دانیم نمره) ۵) (ج)

کنید. استفاده W = diag(w) ماتریس از نهایی رابطه در نیاز صورت در م توانید آورید. بدست وزن دار مربعات کمترین مسئله جواب برای مشابه

درآوریم. زیر ل ش به را عبارت م توانیم هسنتد مثبت وزن ها که آنجایی از پاسخ

m∑
i=۱

wi(a
T
i x− bi)

۲ =

m∑
i=۱

(
√
wi(a

T
i x− bi))

۲ = ||D(Ax− b)||۲

است. زیر صورت به D ماتریس که

D =


√
w۱ ۰

. . . ۰

۰ √
w۲

. . . ۰
...

...
. . .

...
۰ ۰ . . .

√
wm


داریم: پس هستند خط مستقل A ماتریس ستو های کنید فرض

Ax = ۰ → x = ۰

دهیم. نشان B ماتریس برای را رابطه همین باید حالا

Bx = ۰ → DAx = ۰ → Ax = ۰ → x = ۰
Bx = ۰ → x = ۰

Ax = ۰ ییریم ب نتیجه توانستیم است مثبت درایەهای با قطری ماتریس ی D ماتریس چون کنید توجه هستند. خط مستقل هم B ماتریس ستون های پس
بود: خواهد زیر صورت به وزن دار مربعات کمترین مسئله جواب

(BTB)−۱BT d = ((DA)T (DA))−۱(DA)T (Db)

= (ATD۲A)−۱(ATD۲b)

= (ATWA)−۱(ATWb)

W = D۲ = diag(w) که

م شود. اضافه خطا جمله به Affine تابع ی که است زیر صورت به مربعات کمترین مسئله از یافته تعمیم حالت ی نمره) ۱۰) ۶ پرسش

minimize ||Ax− b||۲ + cTx+ d

عدد ی d و بعدی n بردار ی c بعدی، m بردار ی b ،m × n ماتریس ی A هستیم. آن دنبال به ما که است بعدی n بردار ی x بالا معادله در
فرم به را مسئله این ابتدا هستند. خط مستقل A ماتریس ستون های که م کنیم فرض و است مربعات کمترین مسئله مشابه مسئله این در ما فرضیات م باشند.

آورید. بدست مسئله دادەهای برحسب را x̂ آن، جواب سپس و درآورید مربعات کمترین مسئله
درآوریم. زیر صورت به را شده داده عبارت م خواهیم کنید فرض پاسخ

۵



||Ax− b||۲ + cTx+ d = ||Ax− b+ f ||۲ + g

→ ||Ax− b||۲ + cTx+ d = ||Ax− b||۲ + ۲fT (Ax− b) + ||f ||۲ + g

→ cTx+ d = ۲(AT f)Tx− ۲fT b+ ||f ||۲ + g

داریم: پس ۲AT f = c که کنیم انتخاب گونەای به را f کنید فرض

۲AT f = c

g = d+ ۲fT b− ||f ||۲

باشد. برقرار نظر مورد رابطه تا م گیریم نظر در f برای را زیر مقدار حالا

f =
۱
۲
((ATA)−۱AT )T c

→ ۲AT f = AT ((ATA)−۱AT )T c = ATA((ATA)−۱)T c = ATA(ATA)−۱c = c

بود. خواهد زیر صورت به جواب نتیجه در و درآوریم مربعات کمترین مسئله فرم به را سوال فرم توانستیم پس

x = (ATA)−۱AT (b− f)

گرادیان ها آن از استفاده با سپس و نمایید محاسبه را شده خواسته مقادیر ابتدا منطور این برای کنیم محاسبه را Ⅼ تابع گرادیان داریم قصد نمره) ۲۰) ۷ پرسش
است.) n×Dx ابعاد با ضرایب ماتریس W۱ همچنین y ∈ {۰, ۱}k و است Dx × ۱ ابعاد با x بردار تابع کنید.(ورودی محاسبه را

z۱ = W۱x+ b۱

a۱ = ⅬeakyReⅬU(z۱, α = ۰٫۰۱)

z۲ = W۲a۱ + b۲

ŷ = Softⅿax(z۲)

L = −
K∑
i=۱

yi ln(ŷi)

: ⅬeakyReⅬU و Softⅿax توابع تعریف

Softⅿax(z۱) =
exp zi۱
Z

where Z =

K∑
j=۱

exp zj۱

ⅬeakyReⅬU(x, α) =

{
αx x ≤ ۰
x x ≥ ۰

نمایید: محاسبه را زیر مقادیر

نمره) ۵) (آ)
∂ŷk
∂zk۲

نمره) ۵) (ب)
∂ŷk

∂zi ̸=k
۲

۶



نمره) ۵) (ج)
∂L

∂W۱

نمره) ۵) (د)
∂L

∂b۱

پاسخ

∂ŷk

∂zk
۲
=

exp (zk
۲ )Z−exp (zk

۲ )
۲

Z۲ =
exp (zk

۲ )
Z − exp (zk

۲ )
۲

Z۲ = ŷk − ŷk
۲ = δ۱ نمره) (؟ (آ)

∂ŷk

∂zi
۲
= − exp (zk

۲ ) exp (zi
۲)

Z۲ = − exp (zk
۲ )

Z۲
exp (zi

۲)
Z۲ = −ŷkŷi = δ۲ (ب)

∂L
∂W۱

= ∂L
∂ŷ × ∂ŷ

∂z۲
× ∂z۲

∂a۱
× ∂a۱

∂z۱
× ∂z۱

∂W۱
(ج)

∂L
∂z۲

= H۱ =

{ − ۱
ŷk
δ۱ i = k

− ۱
ŷi
δ۲ i ̸= k

∂z۲
∂a۱

= W۲

∂a۱
∂z۱

= H۲ =

{
۰٫۰۱ zi۱
۱ otherwise

∂z۱
∂W۱

= xT

∂L
∂W۱

= ∂L
∂ŷ × ∂ŷ

∂z۲
× ∂z۲

∂a۱
× ∂a۱

∂z۱
× ∂z۱

∂W۱
= H۱ ×W۲ ×H۲ × xT

∂L
∂W۱

= ∂L
∂ŷ × ∂ŷ

∂z۲
× ∂z۲

∂a۱
× ∂a۱

∂z۱
× ∂z۱

∂b۱
= H۱ ×W۲ ×H۲ (د)

۱۴۰۲ دی ۸ تحویل:  تاریخ نمره) ۲۵) عمل سوالات

کنید. مراجعه درس کوئرای به ، عمل سوالات برای نمره) ۲۵) ۱ پرسش
پاسخ

۷


